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  ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ С 

СОВЕРШЕННОЙ АЛГЕБРОЙ ГОЛОНОМИИ 
  



Пусть M  – дифференцируемое многообразие, на котором 

транзитивно действует группа G ,  

(M , G ) – однородное пространство,  

=
x

G G  – стабилизатор произвольной точки x M .  

Пусть g  – алгебра Ли группы Ли G , а g  – подалгебра, 

соответствующая подгруппе G .  

Пара ( ,g g ) алгебр Ли называется  эффективной, если 

подалгебра g  не содержит отличных от нуля идеалов g . 

Изотропное представление ( , )g g  совпадает с изотропным 

представлением соответствующей виртуальной пары.  

Пара ( , )g g  является  изотропно-точной, если ее изотропное 

представление – инъекция. 



Если однородное пространство допускает аффинную 

связность, то g -модуль /g g  точен, а соответствующее 

пространство является изотропно-точным. Там, где это не 

будет вызывать разночтения, будем отождествлять 

подпространство, дополнительное к g  в g , и 

факторпространство = /m g g . 

Аффинной связностью на паре ( ,g g ) называется такое 

отображение : ( ) ,g g l m  что его ограничение на g  есть 

изотропное представление подалгебры, а все отображение 

является g -инвариантным.  

Инвариантные аффинные связности на однородном 

пространстве (M , G ) находятся во взаимно однозначном 

соответствии с аффинными связностями на паре (g , g ).  



Поскольку тензоры кривизны и кручения инвариантны 

относительно действия группы Ли G , то они однозначно 

определяются тензорами на касательном пространстве к 

многообразию, причем эти тензоры инвариантны 

относительно изотропного действия. Тензоры кручения 
1

2
( )T In vT m  и кривизны 1

3
( )R In vT m  для всех ,x y g  имеют 

соответственно вид  

( , )= ( ) ( ) , , ( , )= ( ) , ( ) ( , ) .T x y x y y x x y R x y x y x y
m m m m m mm

 Переформулируем теорему Вана об алгебре группы 

голономии инвариантной связности: алгебра Ли группы 

голономии инвариантной связности : (3 , )g g l  на паре 

( ,g g ) – это подалгебра алгебры Ли (3 , )g l  вида  

[ ( ) , ] [ ( ) , [ ( ) , ] ] ,V V Vg g g   

где V  – подпространство, порожденное множеством 
{ [ ( ) , ( ) ] ( [ , ] ) | , } .x y x y x y g   

( , )= ( ) ( ) , , ( , )= ( ) , ( ) ( , ) .T x y x y y x x y R x y x y x y
m m m m m mm



Поскольку ограничение : ( )g g l m  на g  – изотропное 

представление подалгебры, связность определяется своими 

значениями на m . Будем выписывать ее через образы 

базисных векторов 
1

( )u , 
2

( )u , 
3

( )u , тензор кривизны R  – 

его значениями 
1 2

( , )R u u , 
1 3

( , )R u u , 
2 3

( , )R u u , а тензор кручения 

T  – его значениями 
1 2

( , )T u u , 
1 3

( , )T u u , 
2 3

( , )T u u . 

тензор Риччи имеет вид  

( , ) = { ( , ) }R ic y z tr x R x y zm m m m m m  

для всех , ,x y z g .  



Многообразие обладает совершенной группой 
голономии, если вся алгебра голономии порождается 
только операторами кривизны.  







Остальные случаи рассматриваются аналогично 



С использованием системы аналитических 
вычислений найдены трехмерные однородные 
пространства, допускающие аффинную связность с 
совершенной алгеброй голономии, что эквивалентно 
описанию соответствующих эффективных пар алгебр 
Ли.  
Описаны тензоры кривизны и кручения и сами 
совершенные алгебры голономии указанных 
связностей.  
Методика исследований ориентирована на 
использование средств компьютерной алгебры, 
теории групп и алгебр Ли, а также теории 
однородных пространств. 


